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Sistemas Continuos y Ec. Diferenciales Conceptos Basicos
Ejemplo Introductorio
Ecuaciones de Estado

Sistemas Continuos

Son sistemas cuyas variables evolucionan de forma continua
en el tiempo

Esto incluye:
@ sistemas fisicos (mecanicos, eléctricos, hidraulicos, etc.),
@ procesos quimicos,
@ dinamica de poblaciones,
@ algunos modelos econémicos,
@ etc.

Estos sistemas pueden en general modelarse mediante
Ecuaciones Diferenciales.
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Sistemas Continuos y Ec. Diferenciales Conceptos Basicos
Ejemplo Introductorio
Ecuaciones de Estado

Sistemas Continuos — Ejemplo

Sistema Masa—Resorte

k

AW m

b

Modelo del sistema (de segundo orden):

X(t) = v(t)
¥(t) = [-kx(t) ~ bY(t) + F (1)
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Sistemas Continuos y Ec. Diferenciales Conceptos Basicos
Ejemplo Introductorio
Ecuaciones de Estado

Sistemas Continuos — Ejemplo (cont)

F v(t) x(t)
O m O 1

Nl

x(t) = v(t)
v(t) = —%x(t) — %v

1 1)
(t) + EF(t)
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Sistemas Continuos y Ec. Diferenciales Conceptos Basicos
Ejemplo Introductorio
Ecuaciones de Estado

Sistemas Continuos — Ejemplo (cont)

Si nos interesa predecir el comportamiento del sistema,
debemos resolver la Ecuacion Diferencial (20).

Por ejemplo, para los parametros k = b = m = 1, tomando
F(t) = 1parat > 0y las condiciones iniciales x(0) =0y
v(0) = 0, la solucién analitica esta dada por

VB o g VB, _ o2 gy V3

X(t) S 1 - ? SIn 7': Ccos Tt (2)
V 12 _t/z o \/§
v(t) = —3 € /7sin Tt

paratodot > 0

E. Kofman Simulacion de Sistemas Continuos



Sistemas Continuos y Ec. Diferenciales Conceptos Basicos
Ejemplo Introductorio
Ecuaciones de Estado

Sistemas Continuos — Ejemplo (cont)

Solucién de la Ecuacién (20)

12 T T
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Sistemas Continuos y Ec. Diferenciales Conceptos Basicos
Ejemplo Introductorio
Ecuaciones de Estado

Sistemas Continuos — Ecuaciones de Estado

En general, los sistemas continuos con parametros
concentrados pueden describirse mediante Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias.(EDOSs)

De aqui en mas, escribiremos las EDOs como Ecuaciones de
Estado:

Xl(t) = fl(Xl(t)v T 7Xn(t)?t)
: 3)
Xn(t) = fa(X1(t), - ,Xn(t),1)

donde x1, Xz, - -+ , X, Se denominan variables de estado y n es
el orden del sistema.
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Sistemas Continuos y Ec. Diferenciales Conceptos Basicos
Ejemplo Introductorio
Ecuaciones de Estado

Sistemas Continuos — Solucidon de las EDOs

La Ecuacion de Estados (en forma vectorial)
x(t) = f(x(t),1) (4)

con condicién inicial

X(to) = Xo %)
en general no puede resolverse de manera analitica (salvo en
casos lineales o algunos casos no lineales muy simples).

Por este motivo, para conocer la evolucion de las variables del
sistema x;(t) debe recurrirse a la integracion numérica.
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Introduccién
Métodos de Integracién Numérica Caracteristicas de los Métodos
Algunas Dificultades

Meétodos de Integracion Numerica

Consideremos el sistema
x(t) = f(x(t),1) (6)
con la condicion inicial x(ty) = X conocida.

El objetivo de los métodos de integracién numérica es obtener
una solucion aproximada en los instantes de tiempo
t17t27”' 7tN'

X1~ X(t), X2 = X(t2), -+, Xn ~ X(ty),

La distancia h, = t,1 — tx se denomina paso de integracion, y
puede ser constante o variable, segin el método.

E. Kofman Simulacion de Sistemas Continuos



Introduccién
Métodos de Integracién Numérica Caracteristicas de los Métodos
Algunas Dificultades

Método de Euler

Aproximando la derivada por el cociente incremental, puede
escribirse

X(te+1) — X(t)

~ X (t) = f(x(tk), k)
terr —

Tomando h £ t, 1 — t (h fijo) puede despejarse

Xk+1 = Xk + h (X, t) (7)

Luego, conociendo xg, pueden obtenerse X;, Xz, - , Xy de
forma iterativa.

La formula de Euler (7) define una Ecuacion en Diferencias
(Sistema de Tiempo Discreto).
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Introducci6
Métodos de Integracién Numérica Caracteristicas de los Métodos
Algunas Dificultades

Método de Euler — Ejemplo

Solucién con Euler de la Ecuacion (20) (h = 0.1)
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Introducci6
Métodos de Integracién Numérica Caracteristicas de los Métodos
Algunas Dificultades

Método de Euler — Ejemplo

Solucién con Euler de la Ecuacion (20) (h = 0.5)
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Introducci6
Métodos de Integracién Numérica Caracteristicas de los Métodos
Algunas Dificultades

Método de Euler — Ejemplo

Solucién con Euler de la Ecuacion (20) (h = 1)

E. Kofman Simulacion de Sistemas Continuos



Introducci6
Métodos de Integracién Numérica Caracteristicas de los Métodos
Algunas Dificultades

Método de Euler — Ejemplo

Solucién con Euler de la Ecuacién (20) (h = 2)

20

151 B B 4

~10 L L L L L L I I I
0

E. Kofman Simulacion de Sistemas Continuos



Introduccién
Métodos de Integracién Numérica Caracteristicas de los Métodos
Algunas Dificultades

Error y Estabilidad Numérica

En todos los casos, la solucién numérica tuvo un error
apreciable.

El error local por truncamiento es el que se comete de un paso
al siguiente. En general aumenta al aumentar el paso h.

Ademas, con h = 2 la solucién numérica se torn6 inestable.

Una solucién es numéricamente estable si no diverge cuando
k — oo

Es deseable que la estabilidad numérica coincida con la
estabilidad analitica de la solucién. Evidentemente, en el
método de Euler esto depende del paso h.
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Introduccion
Métodos de Integracién Numérica Caracteristicas de los Métodos
Algunas Dificultades

Orden de Precision

La expansion en serie de Taylor de la solucion exacta de la
EDO (6) en torno a xi es:

h? df h3 d?f

jdt( ks k)+ 3l dt2 (Xk>tk)+ 8)

X1 = X +h-F(xe, b ) +

El orden de precision de un método es la maxima potencia de
h hasta la cual coinciden las soluciones exacta y numérica.

El método de Euler es entonces un método de primer orden

Cuanto mayor es el orden de un método, menor es el error
local por truncamiento.
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Introduccién
Métodos de Integracién Numérica Caracteristicas de los Métodos
Algunas Dificultades

Métodos Monopaso

Son métodos que calculan X1 utilizando Gnicamente
informacion sobre x,. (Métodos de Runge—Kutta)

@ Forward Euler (primer orden):
Xkr1 = Xk +h-f (%, t)
@ Backward Euler (primer orden):
Xe+1 = Xk + 0 f (X1, tera)
@ Regla Trapezoidal (segundo orden):
X1 =Xk + 0.5 0 [f(Xia, tign) + F (%, )]
@ Heun (segundo orden):
ki = f(Xk,t), ko = f(xk+h-kg, tk+h), Xk11 = X+0.5-h-(k1+k2)



Introduccién
Métodos de Integracién Numérica Caracteristicas de los Métodos
Algunas Dificultades

Métodos Multipaso

Son métodos que calculan xy_ 1 utilizando informacion sobre xy
+
y sobre algunos puntos anteriores (Xx_1, etc).

@ Adams—Bashforth 3 (tercer orden):

h
Xk+1 = Xk + E(23 e =16 fk1 +5 - fi—2)

@ Backward Difference Formulae (BDF) 3 (tercer orden):

X —18x 9x +2x +6hf
k1 = 77% — %1 T k-2 T g k41

Nota: llamamos fi, = f(x, t).
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Introduccion
Métodos de Integracién Numérica Caracteristicas de los Métodos
Algunas Dificultades

Meétodos Implicitos

Los métodos implicitos utilizan informacion del futuro para
calcular xx 1, y por lo tanto requieren resolver una ecuacion en
cada paso.

Los métodos de Backward Euler, la Regla Trapezoidal y BDF3
son ejemplos de métodos implicitos.

Los métodos implicitos tienen grandes ventajas en relacion a la
estabilidad numérica.

Como contrapartida, su implementacion requiere de algoritmos
iterativos para resolver la ecuacién implicita en cada paso.
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Introduccién
Métodos de Integracién Numérica Caracteristicas de los Métodos
Algunas Dificultades

Control de Paso

En muchos casos, los métodos se implementan con un
algoritmo de control de paso automético:

© Con dos métodos de orden distinto se da un paso h hacia
adelante.

© Se estima el error como la diferencia entre los dos valores.

© Si el error estimado es menor que el error tolerado, se
acepta el paso y se aumenta el valor de h para el siguiente
paso.

© Si por el contrario, el error es mayor que el tolerado, se
disminuye el valor de h y se repite el paso.

Con esta idea se puede controlar el paso de integracion h en
funcion de una tolerancia de error preestablecida.
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Introduccion
Métodos de Integracién Numérica Caracteristicas de los Métodos
Algunas Dificultades

Sistemas Stiff (Rigidos)

Son sistemas que contienen simultaneamente dinamica lenta y
dinamica rapida.

En principio, la idea seria usar un paso chico al comienzoy
luego agrandarlo cuando la dinamica rapida desaparece.

El problema es que los métodos explicitos se tornan
numeéricamente inestables al agrandar el paso h.

Por esto, con los sistemas stiff deben utilizarse exclusivamente
métodos implicitos provistos de algoritmos de control de paso.
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Introduccién
Métodos de Integracién Numérica Caracteristicas de los Métodos
Algunas Dificultades

Sistemas Marginalmente Estables

Son sistemas que estan en el limite de la estabilidad analitica. |

Ej: el sistema masa resorte (20) sin friccién (b = 0), sistemas
de dindmica celeste, etc. En estos casos:
@ Los métodos explicitos resultan numéricamente
inestables.

@ Los métodos implicitos en general resultan
numeéricamente estables.

Se necesita utilizar métodos implicitos especiales
denominados F—estables como la Regla Trapezoidal
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Introduccién
Métodos de Integracién Numérica Caracteristicas de los Métodos
Algunas Dificultades

Sistemas Discontinuos

Un modelo simple de una pelota que cae y
rebota contra el piso es el siguiente:

y(t) =v(t)

[ siy(t) >0
V(t)_{_g_%-y(t)—%'V(t) siy(t) <0 iy(t)

Esta EDO tiene una discontinuidad en
y =0.

Los métodos de integracion pueden
cometer errores inaceptables. Es necesario
detectar los instantes en que y(t) =0y
recomenzar la simulacion a partir de alli.
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Introduccién
Métodos de Integracién Numérica Caracteristicas de los Métodos
Algunas Dificultades

Bibliografia sobre Métodos de Integracion

@ F Celliery E. Kofman.
Continuous System Simulation.
Springer, New York, 2006.

[ E. Hairer, S.Norsett, y G. Wanner.
Solving Ordinary Differential Equations I. Nonstiff
Problems.
Springer, 2nd edicién, 1993.

@ E.Hairery G. Wanner.
Solving Ordinary Differential Equations IlI. Stiff and
Differential-Algebraic Problems.
Springer, 1st edicion, 1991.
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Introduccién
Sistemas Cuantificados y DEVS
Métodos de Integracion por Cuantificacion Métodos de QSS

Ejemplo Introductorio

Consideremos el sistema de segudo orden:

L) = ()
%) = —xat) ©)

y la siguiente aproximacion:

X1(t) = floor(xa(t)) = qa(t)
Xi(t) = —floor(x,(t)) = —qa(t) (10)
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Introduccién
Sistemas Cuantificados y DEVS
Métodos de Integracion por Cuantificacion Métodos de QSS

Ejemplo Introductorio

5 )'(1 =0

. “xq(t) |

La Ecuacion al |
Xl(t) = qZ(t) 2+ |
X2(t) - _ql(t) l7).(2 =4 i
puede resolverse. Ow |
Consideremos las - i
c.i. x1(0) = 4.5, o |
X2(0) = 0.5: W 7
-4+ tl _ 0.5/4 i

4
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Introduccién
Sistemas Cuantificados y DEVS
Métodos de Integracion por Cuantificacion Métodos de QSS

Ejemplo Introductorio

g *Foxa(t) ]
La Ecuacion sl ,
xa(t) = q(t) i ]
X2(t) = —0u(t) X = —4 1
puede resolverse. OET)\ 1
Consideremos las r 1
c.i. x1(0) = 4.5, 2 1
x2(0) = 0.5: Al ]

T tb=t+1/4

4
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Introduccién
Sistemas Cuantificados y DEVS
Métodos de Integracion por Cuantificacion Métodos de QSS

Ejemplo Introductorio

La Ecuacion sl : ,
xa(t) = q(t) il |
X2(t) = —0u(t) X = —4 1
puede resolverse. %2 |
Consideremos las T 7
c.i. x1(0) = 4.5, 2 1
x2(0) = 0.5: al |
T t3 =1+ 3/2

4
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Introduccién
Sistemas Cuantificados y DEVS
Métodos de Integracion por Cuantificacion Métodos de QSS

Ejemplo Introductorio

La Ecuacion sl

Xq (t) 02(t)
X2(t) = —au(t)

puede resolverse.

N
T
I

-
T
I

Consideremos las N
c.i. x1(0) = 4.5, -2
x2(0) = 0.5: al |

4
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Introduccién
Sistemas Cuantificados y DEVS
Métodos de Integracion por Cuantificacion Métodos de QSS

Ejemplo Introductorio

Solucion del
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Introduccién
Sistemas Cuantificados y DEVS
Métodos de Integracion por Cuantificacion Métodos de QSS

Sistemas Cuantificados y DEVS.

A diferencia de los métodos de integracidn vistos, el sistema
aproximado (10) no puede escribirse como una Ecuacion en
Diferencias:

X(tr1) = F(x(t), t)

Como veremos, los Sistemas Cuantificados son equivalentes a
modelos de Eventos Discretos DEVS

M = (X,Y,S,dint, dext, A, )

E. Kofman Simulacion de Sistemas Continuos



Introduccién
Sistemas Cuantificados y DEVS
Métodos de Integracion por Cuantificacion Métodos de QSS

Sistemas Cuantificados y DEVS

Diagrama de bloques del Sistema (11)
Xa(t) X (t)
O J

X1(t) = Xo(t)
X(t) = —xu(t) 1D
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Introduccién
Sistemas Cuantificados y DEVS
Métodos de Integracion por Cuantificacion Métodos de QSS

Sistemas Cuantificados y DEVS

Diagrama de bloques del Sistema (12)

Xo(t)  ao(t)  xq(t) _qgi(t)

O—U A0

xi(t) = da(t)
Xa(t) = —qu(t) (12)
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Introduccién
Sistemas Cuantificados y DEVS
Métodos de Integracion por Cuantificacion Métodos de QSS

Sistemas Cuantificados y DEVS

Modelo DEVS Equivalente a (12)
do(t) g1 (t)

Ol HA T H

L) = )
%) = —a) 12)
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Introduccion
Sistemas Cuantificados y DEVS
Métodos de Integracion por Cuantificacion Métodos de QSS

Integrador Cuantificado

Integrador Cuantificado
dx (1) x(t )J—'_'_,_l_‘ a(t)
_— f I >

Notar que la salida del bloque es seccionalmente constante. Si
consideramos ademas que la entrada tambén lo es, podemos
pensar dichas trayectorias como secuencias de eventos.

El comportamiento del integrador cuantificado puede
representarse por un modelo DEVS elemental.
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Introduccion
Sistemas Cuantificados y DEVS
Métodos de Integracion por Cuantificacion Métodos de QSS

Funciones Estaticas

Funcion Estatica

dy (t)
f(qe,---,an) [™

'

Si la entrada es seccionalmente constante, la salida también lo
sera.

El comportamiento de una funcién estatica también puede
representarse mediante un modelo DEVS elemental. J
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Introduccion
Sistemas Cuantificados y DEVS
Métodos de Integracion por Cuantificacion Métodos de QSS

Sistemas Cuantificados y DEVS

Dado un sistema continuo

x(t) = f(x(t),u(t)) (13)
el sistema cuantificado
x(t) =f(a(t),u(t)) (14)

es equivalente a un DEVS y en principio podria simularse
acoplando integradores cuantificados y funciones estaticas.
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Introduccion
Sistemas Cuantificados y DEVS
Métodos de Integracion por Cuantificacion Métodos de QSS

Sistemas Cuantificados y DEVS

Dado un sistema continuo

x(t) = f(x(t),u(t)) (13)
el sistema cuantificado
x(t) =f(a(t),u(t)) (14)

es equivalente a un DEVS y en principio podria simularse
acoplando integradores cuantificados y funciones estaticas.

Esta es la idea original de Bernard Zeigler para simular EDOs
mediante Sistemas Cuantificados.
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Introduccién
Sistemas Cuantificados y DEVS

Métodos de Integracion por Cuantificacion Métodos de QSS

Sistemas Cuantificados — Problema

Desafortunadamente, esta idea no funciona debido a la
aparicion de oscilaciones infinitamente rapidas.

Analicemos por ejemplo lo que ocurre con el sistema
cuantificado
x(t) = —floor(x(t)) — 0.5 (15)

con x(0) = 0.
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Introduccion
Sistemas Cuantificados y DEVS
Métodos de Integracion por Cuantificacion Métodos de QSS

Sistemas Cuantificados — Problema

Desafortunadamente, esta idea no funciona debido a la
aparicion de oscilaciones infinitamente rapidas.

Analicemos por ejemplo lo que ocurre con el sistema

cuantificado
x(t) = —floor(x(t)) — 0.5 (15)

con x(0) = 0.

Esto se puede solucionar agregando histéresis a la
cuantificacion, lo que resulta en el Método de QSS. J
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Introduccién
Sistemas Cuantificados y DEVS
Métodos de Integracion por Cuantificacion Métodos de QSS

Método de QSS

Funcion de Cuantificacion con Histéresis

AQ;

Xi

di
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Introduccion
Sistemas Cuantificados y DEVS
Métodos de Integracion por Cuantificacion Métodos de QSS

Método de QSS

Definicion

Dado un sistema

x(t) = f(x(t), u(t)) (16)
conx e R", ue RMyf:R" — R", la aproximacién QSS esta
dada por

x(t) =f(a(t), u(t)) (17)

donde q(t) y x(t) estan vinculadas componente a componente
por funciones de cuantificacion con histéresis.

El QSS (17) es equivalente a un modelo DEVS Legitimo. )
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Introduccion
Sistemas Cuantificados y DEVS
Métodos de Integracion por Cuantificacion Métodos de QSS

QSS - Diagrama de Bloques
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Introduccién
Sistemas Cuantificados y DEVS
Métodos de Integracion por Cuantificacion Métodos de QSS

Propiedades de QSS

Definiendo Ax(t) = q(t) — x(t), la Ec.(17) puede reescribirse
como

X(t) = f(x(t) + Ax(t), u(t))
gue es muy similar a (16), excepto por la perturbacion acotada
AX. Luego resulta:

@ Convergencia: El error tiende a 0 cuando la cuantificacién
AQ — 0.

@ Estabilidad préactica: Cuando el sistema original es estable,
las soluciones quedan en un entorno del punto de
equilibrio.

@ Cota de Error Global Calculable!: En sistemas lineales,

se puede acotar el error cometido en funcion de la
cuantificacion.
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Introduccién
Sistemas Cuantificados y DEVS
Métodos de Integracion por Cuantificacion Métodos de QSS

QSS - Ejemplo

La aproximacion QSS del sistema masa resorte (20) puede
escribirse como

X1 (t) = dz(t)
ioll) — £ a) - B aa(0) + AR () (18)

Para los parametros utilizados (m = b = k = 1), la cota de
error global puede calcularse como

le1(t))] |AQ1+ AQ;
Lez(t)d < 2.3094 [AQl n AQZ] (29)
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Introduccién
Sistemas Cuantificados y DEVS
Métodos de Integracion por Cuantificacion Métodos de QSS

QSS - Ejemplo
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Introduccién
Sistemas Cuantificados y DEVS
Métodos de Integracion por Cuantificacion Métodos de QSS

QSS - Ejemplo
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Introduccién
Sistemas Cuantificados y DEVS
Métodos de Integracion por Cuantificacion Métodos de QSS

QSS - Ejemplo
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Introduccion
Sistemas Cuantificados y DEVS
Métodos de Integracion por Cuantificacion Métodos de QSS

QSS - Caracteristicas

Ventajas

@ Estabilidad y Cota de Error.
@ Descentralizacion (solo célculos locales). Explota ralitud
@ Grandes ventajas para simular sistemas discontinuos

Desventajas

@ Aparicion de oscilaciones. Problemas en sistemas stiff.
@ Necesidad de elegir el quantum.
@ El nimero de pasos crece linealmente con la precision.
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Introduccién
Sistemas Cuantificados y DEVS
Métodos de Integracion por Cuantificacion Métodos de QSS

Método de QSS2

Cuantificacion de primer orden
First Order Quantizer

@ Mismas propiedades
y ventajas que QSS.

@ Método de segundo
orden.

@ El nimero de pasos
crece con la raiz
cuadrada de la
precision.
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Introduccién
Sistemas Cuantificados y DEVS
Métodos de Integracion por Cuantificacion Métodos de QSS

Método de QSS3

Cuantificacion de segundo orden

Second Order Quantizer

@ Mismas propiedades
y ventajas que QSS.

@ Método de tercer
orden.

@ El nimero de pasos
crece con la raiz
cubica de la
precision.
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Método de Backward QSS

Cuantificacion Backward

Backward Quantizer

BQSS:
@ Similares
propiedadesy
ventajas que QSS.

@ Método de primer
orden.

@ No produce
oscilaciones, y sirve
para sistemas stiff.
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Método de Centered QSS

Cuantificacion Centrada

Centered Quantizer CQSS:

@ Similares
propiedades y
ventajas que QSS.

@ Método de primer
orden.

@ Es F-estable y sirve
para sistemas
marginalmente
estables.
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Implementacion de los Métodos: PowerDEVS

PowerDEVS es un simulador de DEVS que tiene librerias que
implementan los métodos de QSS. J

@ Es una herramienta libre, totalmente desarrollada en la
FCEIA-UNR.

@ Tiene un editor grafico y un motor de simulacion DEVS
programado en C++.
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Ejemplo — Sistema Masa Resorte

F v(t) x(t)
O m O 1

Nl

X(t) = v(t)
k b

20
V(t):_EX(t)_EV (20)

1
(1) + —F(1)
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Ejemplo — Pelotita Rebotando

Un modelo simple de una pelota cayendo y rebotando por una
escalera es el siguiente:

)‘( = VX
. b
Vx = _Ea‘vx
y = Vy
) ba b k )
= —g—2.v, -5y, [—- (v —intth+1 —
Vy g - Vy — Sw [m vy+m(y int(h + x))]

donde s,, es 1 en el piso y 0 en el aire. Los eventos de estado
se producen cuando:

y =int(h +1 —x) (21)
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Ejemplo — Linea de Transmision

Este modelo de linea de
transmision sin pérdidas es

@ Stiff (debido a la carga).
@ No Lineal (debido a la

carga).
@ Marginalmente estable. dn(t) = up_1(t) — un(t)
@ De orden elevado. Un(t) = ¢n(t) — (10000 - u,)®
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Trabajo Actual en el Tema

En el Laboratorio de Sistemas Dinamicos de la FCEIA estamos
trabajando actualmente en los siguientes temas relacionados
con los métodos de QSS:

@ Métodos de QSS para sistemas stiff.
@ Simulacion de sistemas de electrénica de potencia.
@ Implementacién de lo métodos en tiempo real.

@ Simulacion de sistemas de control por redes de
comunicacion.
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