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Definicion

. prog, : A= B / prog, o prog; = lda
A=B < 3 {proggBéA} prof, o prog, = Ildg

Ejemplo

(AAB)= (B AA)
swap : (AAB) = (BAA) swap’ : (BAA)= (AAB)
swap (x,y) = (y,x) swap’ (y,x) = (x,y)

swap’ swap (a,b) = (a,b) y swap swap’ (b,a) = (b,a)
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Isomorfismos de tipos
Isomorfismos conocidos
Si sélo tenemos = y A (funciones y pares)
» (AANB)=(BAA)
» (AABYAC)=(AN(BACQ))
» (AAB)=C=A=B=C
» A= (BAC)= (A= B)A (A= ()

[Bruce, Di Cosmo, Longo
MSCS 2(2), 231-247, 1992]
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Isomorfismos de tipos

Isomorfismos conocidos
Si sélo tenemos = y A (funciones y pares) [Bruce, Di Cosmo, Longo
> (A A B) = (B A A) MSCS 2(2), 231-247, 1992]

» (AAB)ANC)=(AAN(BAQ))
» (AANB)=C=A=B=C
» A= (BAC)= (A= B)A (A= ()

assoc: ((AAB)AC)= (AA(BACQ))
assoc (x, y) = (fst x, (snd x,y))

assoc’ : (AAN(BAC))= ((AANB)AC)
assoc’ (x,y) = ((x, fst y), snd y)

assoc’ assoc ((a,b),c) = ((a,b), c)
assoc assoc’ (a, (b,c)) = (a, (b,c))
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> (A A B) = (B A A) MSCS 2(2), 231-247, 1992]

» (AAB)AC)=(AN(BAQ))
» (AANB)=C=A=B=2C
» A= (BAC)= (A= B)A (A= ()

curry : ((AAB)=C)=A=B=C
curry f x y =f (x,y)

uncurry : (A= B=C)= (AAB)=C
uncurry g x = g (fst x) (snd x)

uncurry curry f =f v curry uncurry g = g
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Isomorfismos de tipos

Isomorfismos conocidos
Si sélo tenemos = y A (funciones y pares) [Bruce, Di Cosmo, Longo
> (A A B) = (B A A) MSCS 2(2), 231-247, 1992]

» (AAB)AC)=(AN(BAQ))
» (AANB)=C=A=B=C
» A= (BACO)=(A=B)A (A= C)

parf : (A= (BAC))= (A= B)A(A= ()
parf f =let g x = fst (f x) in
let h x= snd (f x)in (g,h)

fpar: (A= B)A(A=C))=A=(BAC)
fpar f x = ((fst f) x, (snd f) x)

fpar parf f =f v parf fparg =g
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Isomorfismos de tipos

Otros isomorfismos: composicién

A=B=C = B=A=C

porque

uncurry : (A= B=C)= ((AANB)= ()
conSwap : (AANB)=C)= ((BANA)= ()
curry : (BANA)=C)= (B=A= ()

uncurry conSwap curry f = f
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Isomorfismos de tipos

Otros isomorfismos: composicién

A=B=C = B=A=C

porque

uncurry : (A= B=C)= ((AANB)= ()
conSwap : (AANB)=C)= ((BANA)= ()
curry : (BANA)=C)= (B=A= ()

uncurry conSwap curry f = f

Nuestro objetivo:
Convertir isomorfismos en equivalencias

Queremos que, por ejemplo, f (x,y) =f xy
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Historia e intuiciones

Introducido en 1936 por Alonzo Church (director de Alan Turing)

Motivacion: Investigar los fundamentos de la matematica
(en particular, el concepto de recursion)
iPorqué aan lo usamos?
» Las funciones recursivas son fundamentales en computacién
» Es el modelo mas simple para estudiar propiedades del cémputo
Dos simplificaciones fundamentales

» Anonimidad de funciones:
Ejemplo: sumcuad(x,y) = x* + y?
se escribe anénimamente como (x,y) = x>+ y?
Los nombres no son necesarios‘

» Todas las funciones son de una sola variable:
Ejemplo: (x,y) — x>+ y?
se escribe como x> (y = x%+y?)

Una funcién de 2 variables es una funcién de 1 variable que

retorna una funcién de 1 variable la cual hace el calculo

6/24



Una rapidisima introduccién a )\-calculo

Formalizacién
Lenguaje de términos (gramatica)

t,r = x | Axt | tr
» Una variable x € Vars es un A-término
> Si t es un término, y x una variable, Ax.t es un término (x—1t)
» Sityrson términos, t r es un término (aplicacién)

Estos son todos los términos posibles
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Formalizacién
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t,r = x | Axt | tr
» Una variable x € Vars es un A-término
> Si t es un término, y x una variable, Ax.t es un término (x—1t)
» Sityrson términos, t r es un término (aplicacién)
Estos son todos los términos posibles

Una regla de reescritura ((-reduccion)

(Ax.t) r = t[r/x]

Ejemplo: Sea x? + 1 un A-término (con alguna codificacién)
f(x)=x>+1  seescribe  Ax.x?+1
f(t) se escribe (Ax.x?> 4+ 1) t y B-reduce a
C+1)[t/x] = t+1
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Formas normales

No todo computo termina bien. ..

Consideremos  Ax.xx
(la funcién que toma un argumento y lo aplica a si mismo)
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Formas normales
No todo computo termina bien. ..
Consideremos  Ax.xx

(la funcién que toma un argumento y lo aplica a si mismo)

Q = (Axxx)(Ax.xx) — xx[Ax.xx/x]
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Una rapidisima introduccién al )\-calculo

Formas normales

No todo computo termina bien. ..

Consideremos  Ax.xx
(la funcién que toma un argumento y lo aplica a si mismo)

Q= (Axxx)(Axxx) = xx[Ax.xx/x] = (Axxx)(Ax.xx) = Q

Asique Q—->Q—>Q— .-

Normalizacién

t esta en forma normal, si no reescribe a nada ej. AX. X
t es normalizante si puede terminar ej. (AxAy.y)Q
t es fuertemente normalizante si siempre termina  €j.  (Ax.x)(Ax.x)

i Cémo saber si un término es (fuertemente) normalizante? ‘
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Una rapidisima introduccién al )-calculo tipado

Tipos simples

Clasificacién estatica de \-términos (o sea, sin reducirlos)

Términos t,rrs = x4 | AMXAt | tr
Tipos ABC == 1 | A=B
> T es un tipo de base » A= B es el tipo funcién
Contexto: conjunto de variables tipadas M= xlAl, ey X
NrN-t:A “t tiene tipo A en el contexto "
Reglas de tipado
rx*rt:B rt:A=B TkFr:A
AEx:A = —E
Fx e x: MFAxAt: A= B TFtr:B
Ejemplo de derivacion de tipo
ax — ax
y ARy A= A AEx:A

= — =
FAyA 72y (A= A) = (A= A) FaxAx: A= A

FOy27Ay) (A2 x) A= A
Verificacion: (A\y*=A.y) (Ax”.x) reescribe a Ax”.x (de tipo A = A)

=E
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Una rapidisima introduccién al )-calculo tipado

Normalizacién

Q no tiene tipo en esta teoria

Mas adn. ..

Theorem (Normalizacién fuerte)

Si t tiene tipo, t es fuertemente normalizante.

Eslogan: “Well-typed programs cannot go wrong” — [R. Milner’78]
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Légica intuicionista: una proposicién es verdadera si hay una prueba
constructiva que muestre que lo es.

iLa ley del tercero excluido no es un axioma! AV A
(y tampoco se puede demostrar) en légica intuicionista Vo
Légica intuicionista minima
rA-B A= B r=A
——— ax 7 L, =
LAFA r-A=B reB
Reglas de tipado
- rx*+t:B rFt:A=B TFr:A
Abx AT =1 —~E
Fxkx: FFAAL: A= B MFtr:B
El A\-término es la prueba de la propocisién
iLas pruebas. ..son programas! | ! Sy Wi Howard

Légicas mas complejas se corresponden a sistemas mas complejos
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Contenido de la charla

2. Convirtiendo isomorfismos en equivalencias

A-calculo modulo isomorfismos
Normalizando

Computando
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Equivalencia proposicional vs definicional

VxVy.(x = y)= (par(x) = par(y))
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Equivalencia proposicional vs definicional

Vx.Vy.(x

y) = (par(x) = par(y))

Proposicién

2+2 =
(2+2 =5
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Equivalencia proposicional vs definicional

Vx.Vy.(x = y)= (par(x) =par(y))|(2+2
(242
Proposicién
YXVY. (X = V)= (X&Y) (A

Proposicional

(par(2 + 2) = par(4))

5) = (par(2 +2) = par(5))

.

Computacién

=
=

B)= (A< B)

N

iDecidible! [DiCosmo y otros]

(en algunos casos)

13 /24



Equivalencia proposicional vs definicional

Vx.Vy.(x = y) = (par(x) =par(y))|(2+2 = 4)= (par(2+2) = par(4))
(2+2 = 5)= (par(2+2) = par(5))
\
Proposicion Computacién
VXYY (X = V)= (X< Y) (A= B)=(As B)
\
Proposicional iDecidible! [DiCosmo y otros]

(en algunos casos)

Nosotros queremos ir mas lejos:
(A= B)=(t:Ast:B)

El objetivo es igualar tipos isomorfos

13 /24



La configuracion inicial

» Tipos simples, con conjuncién e implicacién
ABC:=7|A=B|AAB

» Una relacién de equivalencia de tipos (basada en los isomorfismos!)

1. AAB=BAA (conm)
2. AN(BAC)=(AANB)AC (aso)
3. (AANB)=C=A=B=C (curry)
4. A= (BANC)=(A=B)A (A= () (distrib)

1Bruce, Di Cosmo, Longo, MSCS 2(2), 231-247, 1992
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» Tipos simples, con conjuncién e implicacién
ABC:=7|A=B|AAB

» Una relacién de equivalencia de tipos (basada en los isomorfismos!)

1. AAB=BAA (conm)
2. AN(BANC)=(AAB)AC (aso)
3. (AANB)=C=A=B=C (curry)
4. A= (BANC)=(A=B)A (A= () (distrib)

Queremos

_TFEr:A

e R

1Bruce, Di Cosmo, Longo, MSCS 2(2), 231-247, 1992
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Conjuncidn asociativa y conmutativa

Fr:A TFHs:B

(i)
M= (r,s) :AAB
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Conjuncién asociativa y conmutativa

AANB = BAA
rer:A TeEs:B () AAN(BAC) = (AAB)AC
M= (r,s) :AAB (r,s) S (s,r)

Entonces

(r, s,t)) = ((rns),t)
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Conjuncién asociativa y conmutativa
AAB

FriA Tks: B, AN(BAC)

M= (r,s) :AAB

BAA
(ANB)AC
(r;s) S (s,r)

(r, s,t)) = ((rns),t)

¢Y la eliminacién?

Entonces

M= (r,s) :AAB R M= (r,s) :B/\A(A)
F-m (rs) :A  jPero AAB=BAA TFm(rs) :B

Mas aan (r,s) = (s,r) asi que mp (r,s) =m (s,r) !l
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BAA
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(r, s,t)) = ((rns),t)

¢Y la eliminacién?
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M= (r,s) :AAB R M= (r,s) :B/\A(A)
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Conjuncién asociativa y conmutativa

AANB = BAA
rer:A TEs:B () AN(BAC) = (AAB)AC
N-r+s :AAB r+s S (s+r)

Entonces | (s41t) = (r+s)+t

¢Y la eliminacién?

N-r+s :AAB ) N-r+s :BAA
FEm(r+s):A  Pero AAB=BAAl TFm(r+s):B

(Ae)

Mas aln r+s = s+r asi que m(r+s) =m(s+r) !
Solucién: Church-style — Proyeccién con respecto al tipo
Si r:A entonces ma(r+s)—r
Esto induce no determinismo

Tt A wa(r+s) —r
Si g. A entonces TA(r+5) — s

Si nos interesa la teoria de la demostracién
tanto r como s son pruebas validas de A
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Curryficacion

(AAB)=C = A=B=C
induce

r(s+t) S rst
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Curryficacion

(AAB)=C = A=B=C
induce

r(s+t) S rst

Sis: A, (MAr) s —  r[s/x]

Otras opciones:

AxEB ¢

MxANyB ot

MANZB tly + z/x]
A28 t[ma(2)/x, m8(2)/y]

-
—
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Distributividad de la implicacién sobre la conjuncién

A= (BANC) = (A=B)A(A= ()
induce

MA(r+5) S AxAr+ AxAs
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Distributividad de la implicacién sobre la conjuncién

A= (BANC) = (A=B)A(A= ()
induce
MA(r+s) S MAr+ MxAs  y MAmp(r) S mas p(AxAir)

Ejemplo

FAXAE x: (AAB) = (AN B)
FAXAE x: ((AANB) = A)A((AAB) = B)
F mang)=a(AXAE x) (AN B) = A

(Ae)

Tang)y=a(AXME x) 5 AAE ma(x)
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Distributividad de la implicacién sobre la conjuncién

Otras opciones

A= (BAC) = (A=B)A(A= ()
)\XA.(r—i-S) S oAXAr+ MxAs =i, Ni S AL,=i
)\XA.WB(I') = 7TA¢B()\XA.I') =i, Ne S Ney=i
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Distributividad de la implicacién sobre la conjuncién

Otras opciones

A= (BAC) = (A=B)A(A= ()
MA(r+s) S MxAr+MxAs =i N S N, =
)\XA.’iTB(r) = WAiB()\XA.r) =i Ne S Ne, =
(r+s)t S rt+st e, i S Niy=e
ma=g(r)s S wp(rs)* =, Ne S Ne,=e

*sir: A= (BAC)
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a-equivalencia y substitucion-=

Reglas
» SiIA=B,rSr[A/B]
» Sir=,r, rsr
Ejemplo

A=(GAG)

—N—
Sea A=B MxAr+ A\yBis
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a-equivalencia y substitucion-=

Reglas
» SIA=B, r = r[A/B]

» Sir=,r, rsr
Ejemplo
A=(CAG)

—N—
SeaA=B  MMr+)yPs ST axMr 4+ AxAs[x/y][A/B]
= M1+ s[x/y][A/B])
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Normalizacidon

’r esta en forma normal si sélo puede seguir “reduciendo” con ‘:‘

Red(r)={s | rS* ¥ < § S*s}

r esta en forma normal si Red(r) =0
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Normalizacidon

’r esta en forma normal si sélo puede seguir “reduciendo” con ‘:‘

Red(r)={s | rS* ¥ < § S*s}

r esta en forma normal si Red(r) =0

Theorem (Normalizacién fuerte)

Si Tkr:A entonces r es fuertemente normalizante

Prueba. Método de reducibilidad

20 / 24



Computando con este calculo

Pares

7TNat(3, 4) — 3 Yy 7TNat(37 4) — 4

Pero es posible encodear pares que se comporten de manera estandar
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Computando con este calculo

Pares

7T'Nat(3, 4) — 3 Yy 7TNat(37 4) — 4

Pero es posible encodear pares que se comporten de manera estandar

Estandar Encodeado
rs) :ANA | MXxlr+XxPs: 1= AN2= A
m1(r,s) Tr=a(Axtor + Ax%.s)yt

{mi=nae([3]1,[4]2)} — 3y {maznae([3]1,[4]2)}2 — 4

[fla = Ax"r

{r}a= ryA
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Computando con este calculo

Booleanos

Entonces
(AxA A2 x)rs = (AxA A2 x)(r, s) true ~ false

= (A2 A x)(s, 1)

=
= (A Ay xX)sr =" s
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Computando con este calculo

Booleanos
Entonces
(AxA A2 x)rs = (AxA A2 x)(r, s) true ~ false
= (A2 A x)(s, 1) A= A=A

=
= (A Ay X)sr —* s es un singletén!

22 /24



Computando con este calculo

Booleanos
Entonces
()\XA-A)’A-X)"S = (AXA')\}’AX)('» s) true ~ false
= (A2 A x)(s, 1) A= A= A
= (A Ay X)sr —* s es un singletén!

Pero (A= B)= B = Bnoloes

’Asi que también es posible encodear los booleanos
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Contenido de la charla

3. Conclusiones
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Resumen

i Qué hicimos?
Definimos un nuevo célculo donde proposiciones isomorfas
tienen las mismas pruebas
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Resumen

i Qué hicimos?
Definimos un nuevo célculo donde proposiciones isomorfas
tienen las mismas pruebas

iPorqué?

Si A= B, una prueba de A en una biblioteca
no deberia ser distinguible de una prueba de B

A B B A

ismol!
28 Y BAA son lo mismo!

Si A= B, vy una funcién esta definida sobre A
deberia poder usarse como B

Si f (a,b) es valido, también deberia serlo f a b, o incluso f a.
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